Pisemna zkouska z Matematiky I pro FSV
VZOr

1. Spoctéte limitu a fadné oduavodnéte jednotlivé kroky vypoctu:

Y 2"y/n3 +n? —ny/8n 41
1m .
n—00 3 277,2 +1

2. Spoctéte limitu a fadné odivodnéte jednotlivé kroky vypoctu:

1
lim<2COS(E — 1) arcsin2 z .
z—0

3. VysSetfete spojitost a derivaci funkce
f(z) =[x+ 1]2°.

(Vyraz [z] znaéi celou ¢ast ¢isla z € R.)

4. VySetiete prubéh funkce

fla) = ¢ x2+§



Reseni
ReSeni 1. alohy

. . o oo 2 2 3_13 Lo
Upravujme nejprve ¢itatel, pouzijme (a — b) Gty = 2= 4 ziskame

a2+ab+b2 a?+ab+b

23n (ni’) + TL2) . n3 (2371 _|_ 1)
221 /3 1 12" + 20 + /2 + 1+ 2 1

Vytkneme nejrychleji rostouci ¢len

232 (1 — n273") _om 1 —n273n
22np2 [\P/l—l—n_lz—i-\3/1+n_1\3/1+2_3”+\3/1+2—3”2} Ao
A, jsme oznacili vyraz v hranaté zavorce. Upravme nyni jmenovatel
ofon? (14 2-n2) = 27}/ 1 207,
Nyni si napiSeme limitu ze zadani a zkratime 2"
1 —n273n lim,, oo 1 — n273" 1

lim = = —,
kde prvni rovnost plyne z aritmetiky limit a druhou rovnost jesté podrobné zdivodnime.
Limita v citateli je rovna jedné podle aritmetiky limit a protoze

lim — = 0.

n—oo 231

Tato limita je nula, protoze

a1 (n+ 18 1 ( 1)

14—
n

1
= = — - < 1.
an n&ntl 8

8

Odmocnina ve jmenovateli se blizi k jedné, podle dvou strazniki. Mame totiz

1< V1427 <1+42™ a lim2™ =0.

n—oo

Podobné pomoci strazniki
1<V1i4+n1t<14+nt a 1<VI+23 <1427

ziskame

lim vV1+n1=1 a limvV1+23"=1

n—o0 n—oo
a aritmetika limit nam da lim,,_,. A, = 3. Vysledek je tedy %

Bodovani: 2 body - roznasobeni odmocnin, 3 body - vytknuti nejrychleji rostouciho
¢lenu, 2 body - aritmetika limit a vysledek, 3 body - zdivodnéni tii limit v zavéru.



Reseni 2. alohy Prepisme si limitu jako
lim exp _ In (2°9°% — 1)
z—0 arcsin® z
a pocCitejme limitu argumentu exponencialy. Ten si mizeme piepsat nasledujicim zptisobem:

( x >2 In(2°5% — 1) 5 2cosz—l _ 1 cosx — 1
Qeosz _ 9 cosx — 1 x2

arcsin x

Pouzitim aritmetiky limit pak ziskdvame

1
12.1-2-In2- (—5) =—In2,

vypocty jednotlivych limit podrobné zdivodnime niZze. ProtoZze exponencidla je spojita v
bodé —1In 2, je piivodni limita rovna e~ "2 = %
Zdtuvodnéme nyni jednotlivé limity:
T sin arcsin

z—0 arcsin x z—0 arcsinx

podle VOLSF, protoze vnitini funkce arcsin nenabyva nuly na prstencovém okoli nuly.
Nebo také podle L'Hospitalova pravidla: ¢itatel i jmenovatel se blizi k nule a po zderivovani
dostaneme lim,_, \/1;_7 =1.
In(2¢csz — 1

lim DD

x—0 2COS£U — 2
podle VOLSF, protoze vnitini funkce 2°** — 1 nenabyva hodnoty 1 (protoZze cosx # 1) na
prstencovém okoli nuly.

gcosz—1 _ 1 eln2(cosx—l) -1

lim —— =1In2: lim =In2
=0 cosz — 1 z—0 In2(cosx — 1)

podle VOLSF, protoze vnitini funkce In 2(cos x—1) nenabyvéa hodnoty nula na prstencovém

okoli nuly (protoze cosz # 1).
cosxz — 1 1
im ——— = ——
z—0 2 2
je znama limita.
X
arcsinz’

Bodovani: 2 body - prepis pomoci exponencialy, 2 body - 3 body - logaritmus, 3

cosx—1__
bOdy - 2cos.cz:—l 1’
a vysledek.

2 body - €=2=1 1 hod - aritmetika limit, 2 body - spojitost exponenciély

22

ReSeni 3. tlohy
Funkce je na intervalu (k, k+1) rovna f(z) = (k+1)z3. ProtoZe je to polynom, je funkce
na tomto intervalu spojita a v levém krajnim bodé spojita zprava. Zbyva vyfesit spojitost
zleva v celych ¢islech. Mame
lim f(z) = lim kz® =k* a f(k)=(k+ 1)k =k + &>

r—k— r—k—



Funkce je tedy spojita v nule, v ostatnich celych ¢islech neni spojita zleva.
Derivace funkce je v bodé = € (k,k + 1) rovna f'(x) = 3(k + 1)z% V celych &islech
pocitejme derivaci zprava

filk) = lim f'(z) = 3(k + 1)k*,

r—k+

protoze f je spojita zprava v celych ¢islech. Derivaci zleva pocitame z definice

f' (k) = lim l(f(k;) — f(k—h)) = lim %(/@4 + K — k(k — h)?)

h—0+ h h—0+
3 21,2 3 3 : K
:hlg(r]hh(k (1+3h) = 3K°h° + kh) = 3k" + lim —-.

Vysledek je f' (k) = +ooprok=1,2,..., f' (k) = —coprok=—-1,—-2,... a f' (k) =0
pro k= 0. Tj., f/(0) = 0, v ostatnich celych ¢islech derivace neexistuje.

Bodovani: 4 body - spojitost, 2 body - derivace v necelych ¢islech, 4 body - derivace v
celych ¢islech.

Reseni 4. alohy

1. Defini¢ni obor je R\ {0}, funkce je na svém defini¢nim oboru spojita (soucet a slozeni
spojitych funkef).

2. Funkce nenf ani suda ani licha, protoze f(—1) = 0 a f(1) = +/2 a neni periodicka,
protoze lim,_, ., = 400, jak bude vidét dale.

3.
lim f(x) = lim V1 + 23 = +oo.

r—+o0o r—Fo0

lin \/_\/x?’ = to0.

Tedy globalni extrémy neexistuji, obor hodnot je R (spojitost na (—o00,0) a nabyvani
mezihodnot).
4. Proz # 0 a x # —1 mame

Fla) = —— (2 —2?) = ! (20° — 1).

3V o L 302/ ¥ w1
Tj. f' > 0prox > {/1/2 a f je rostouci na ({/1/2, +00). Funkece f je klesajici na (—oc, 0)
(0,$/1/2). V bodé Y1/2 je lokalni minimum ma velikost Y /1/4 + V

/////

tedy

: 1 Va2 (2z — 272
fol=) = lim fl(z)= lim ——0p = ( ) - o
T r——1+ 3 /ZL‘ 1 /—1‘2 —r+1




5. Vypoc¢teme druhou derivaci pro x # 0, —1.

1 2 - 1 -
f(x) = 3 (_5) Va2 + ! 5(291: -z %)%+ 5\/3 e 227?)

1 _
— §\3/352 a1 (—2(2z —27%)* + 3(2* + 27 1) (2 + 2277))
2 _
= §v3 I (=2 +102° + 2) .

Posledni zévorka ma kofeny z® = 5 + 31/3, takze funkce je konvexni na (—1, V5 — 3\/5) a
(0, v/5 4 3v/3) a konkavni na (—oo, —1), (v/5 — 3v/3,0) a (v/5 + 3v/3, +00), body v/5 + 3v/3
jsou inflexni.

6. Funkce nemé asymptoty v oo, protoze lim, 4 % =0a lim, ,1 f(z) = +o0.

7. Graf — ten tu kreslit nebudu.

Bodovani: 2 body - body 1 a 2 (i bez zduvodnéni), 2 body - limity, 1 bod - obor hodnot,
3 body - 1. derivace, monotonie, extrém, 1 bod - derivace v bodé -1, 3 body - 2. derivace,
konvexita, inflexe, 1 bod - asymptoty, 2 body - graf.



Pisemna zkouska z Matematiky I pro FSV
ZS 2022/23, 11.1.2023, verze A

1. (10 bodt) Spoctéte limitu (nebo ukazte, Ze neexistuje) a radné
odtivodnéte jednotlivé kroky vypoctu:

. (n2+%)3—n6 ( 3n >

S0 an2/m? 11— 3 \ 3"+ n22n

2. (15 bodt) Spoctéte limitu a fadné odivodnéte jednotlivé kroky

' 1 1 sin(y/z—2)
it \ 7 — Vi o oox—2 '

3. (10 bodii) Vysetiete spojitost a derivaci funkce

vypoctu:

r—1
er® 11

g(x) = sgn(ln z)

4. (15 bodit) Vysetfete prubéh funkce

flz) = % + arctg

T — 2



Pisemna zkouska z Matematiky I pro FSV
ZS 2022/23, 18.1.2023, verze B

1. (10 bodi) Spoctéte limitu a fadné odavodnéte jednotlivé kroky

vypoctu:
M A 4 Hpd —4n
lim .
n—00 n*+2

2. (15 bodu) Spoctéte limitu a fadné oduvodnéte jednotlivé kroky

vypoctu:
i
. cos(1+ 1)
lim 1 :
r=+oc \ cos(1 + =)

3. (10 bodi) Vysettete spojitost a derivaci funkce

g(x) = [

kde [z] znaci celou c¢ast Cisla z.

4. (15 bodi) Vysettete priubéh funkce

x
1+ 22

] sin(z? 4 ),

flz) =222 — 3z +2+uz.



Pisemna zkouska z Matematiky I pro FSV
ZS 2022/23, 25.1.2023, verze C

1. (10 bodt) Spoctéte limitu (nebo ukazte, Ze neexistuje) a radné
odtivodnéte jednotlivé kroky vypoctu:

3+l _

. nl 241

dm A
3n—1

2. (15 bodu) Spoctéte limitu a fadné odivodnéte jednotlivé kroky

vypoctu:
x

xgrfoo In(22" + xsin/x) - tg o

3. (10 bodi) Vysettete spojitost a derivaci funkce
glx) = |2” arctg(x + 27)].

4. (15 bodi1) Vysetfete priubéh funkce




Pisemna zkouska z Matematiky I pro FSV
ZS 2022/23, 1.2.2023, verze D

1. (10 bodd) Spoé&téte limitu (nebo ukazte, Ze neexistuje) a Fadné
odivodnéte jednotlivé kroky vypodtu:

I \3/8"+n4"-\3/8"-n4"
n—-)I{olo n+5

2. (15 bodi) Spoctéte limitu a F4dn& odtivodnéte jednotlivé kroky

vypoctu:
: T ™ 9
zl—lgl+tg (:z:) 8 (:z: +(z-2) ) '
3. (10 bodt) Vysetrete spojitost a derivaci funkce

_ (@ —z)cos(e”) z <1,
9(z) = {a.rctg(:z: +sinz) z>1.

4. (15 bodi) Vysetiete pribéh funkce
f(z) =

T
2 -1

+z.



